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4.1数学期望及中位数
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随机变量的数字特征

◦ 分布函数完整刻画随机变量的概率性质。
◦ 数字特征是描述随机变量某一方面性质的量。

▶ 中心位置：期望、中位数、众数。
▶ 散布程度：方差、绝对偏差、极差。
▶ 分布形状与相关程度：偏度、峰度、相关系数。
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数学期望的引入：分赌金问题

例 1
甲乙两人赌技相同，各出赌金 150元，约定先胜三局者为胜，取
得全部 300元。现在甲胜 2局乙胜 1局的情况下中止，问赌本该
如何分？
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分赌金问题：期望所得
引入随机变量 X表示继续赌下去甲的最终所得，则

P(X = 300) =
3

4
, P(X = 0) =

1

4
.

◦ 在平均意义下，甲的所得是多少？
◦ 以每个可能值的概率为权重，作加权平均：

300× 3

4
+ 0× 1

4
= 225（元）.

◦ 这个加权平均称为 X的数学期望，记为 E(X)。
因此，按期望所得分配，甲得 225元，乙得 75元。
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数学期望的定义：离散型
定义 4.1 数学期望：离散型
设 X的分布律为 P(X = xi) = pi，i = 1, 2, . . .。若

∞∑
i=1

|xi|pi < ∞,

则称

EX =
∞∑
i=1

xipi

为 X的数学期望（均值）。
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数学期望的定义：连续型

定义 4.2 数学期望：连续型
设 X的概率密度为 f(x)。若∫ ∞

−∞
|x|f(x) dx < ∞. (1)

则称 EX =

∫ ∞

−∞
xf(x) dx为 X的数学期望。若绝对可积条件 (1)不

成立，则称数学期望不存在。
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常见分布的数学期望
常见分布的期望

◦ 二项分布 X ∼ B(n, p)：EX = np
◦ Poisson分布 X ∼ P(λ)：EX = λ

◦ 均匀分布 X ∼ U[a, b]：EX = a+b
2

◦ 正态分布 X ∼ N(µ, σ2)：EX = µ

◦ 指数分布 X ∼ Exp(λ)：EX = 1/λ

◦ 卡方分布 X ∼ χ2
n：EX = n

◦ t分布 X ∼ tn：EX = 0（n > 1）

注：柯西分布的期望不存在。
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数学期望的性质

以下均假设相应期望存在。
◦ 线性性质：对常数 c1, . . . , cn，

E

( n∑
i=1

ciXi

)
=

n∑
i=1

ciEXi.

◦ 独立随机变量之积：若 X1, . . . ,Xn相互独立，则

E(X1 · · ·Xn) = EX1 · · ·EXn.
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随机变量函数的期望

◦ 随机变量函数的期望：

Eg(X) =

{∑
i g(ai)pi, 离散型,∫∞

−∞ g(x)f(x) dx, 连续型.
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条件期望
定义 4.3 条件期望
在给定 X = x下，Y的条件期望为

E(Y|X = x) =

{∫ +∞
−∞ yf(y|x) dy, 连续型,∑
i yiP(Y = yi | X = x), 离散型.

◦ 记 g(x) = E(Y | X = x)，它是关于 x的函数。
◦ 将 x换成随机变量 X，得到

E(Y | X) = g(X).

它是随机变量 X的函数，因此也是一个随机变量。
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全期望公式
定理 4.1 全期望公式
若 E|X| < ∞，则 E{E[X | Y]} = EX。

推导（连续型）：由条件期望的定义，

E{E[X | Y]} =

∫
R

∫
R
xfX|Y(x | y)fY(y) dx dy

=

∫
R
x
[∫

R
fX,Y(x, y) dy

]
dx

=

∫
R
xfX(x) dx = EX.
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全期望公式：地牢问题

例 2
地牢窃贼选择三个门：门 1走 3小时获自由；门 2走 5小时回地
牢；门 3走 7小时回地牢。每次等可能选择，求获得自由的平均
时间。
解：设 X为总时间，则 EX = 1

3 [3 + (5 + EX) + (7 + EX)]，解得
EX = 15小时。
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中位数
定义 4.4 中位数
称 m为随机变量 X的中位数，如果

P(X ≤ m) ≥ 1

2
, P(X ≥ m) ≥ 1

2
.

◦ 中位数受极端值影响小。
◦ 中位数可能不唯一。例如，若

P(X = 1) = P(X = 2) = P(X = 3) = P(X = 4) =
1

4
,

则 [2, 3]内的任意数都是中位数。
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众数

定义 4.5 众数
◦ 离散型：概率质量函数最大值对应的取值称为众数 md。
◦ 连续型：使密度 f(x)达到最大值的 x称为众数 md。

◦ 众数可能不唯一。若密度只有一个峰，则称单峰。
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分位数
定义 4.6 分位数
设 0 < p < 1，称 Qp为 X的 p分位数，如果

P(X ≤ Qp) ≥ p, P(X ≥ Qp) ≥ 1− p.

◦ 四分位数：Q0.25,Q0.5,Q0.75分别称为第一、第二、第三四分
位数，其中 Q0.5是中位数。

◦ 内四分位距（interquartile range, IQR）：

IQR = Q0.75 − Q0.25.

◦ 百分位数：Qk/100称为第 k百分位数，k = 1, . . . , 99。
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正态分布的四分位距
例 3
设 X ∼ N(µ, σ2)，求内四分位距 IQR(X)。

解：标准正态分布的 0.75和 0.25分位数分别约为
0.6745 和 − 0.6745.

因此，
IQR(X) = Q0.75 − Q0.25

≈ (µ+ 0.6745σ)− (µ− 0.6745σ)

= 1.349σ.
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对数正态分布的中心位置

例 4
设 X服从对数正态分布，即 lnX ∼ N(µ, σ2)，求 X的期望、中位
数和众数。
解：期望 eµ+σ2/2，中位数 eµ，众数 eµ−σ2。
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对数正态分布：期望的计算
令 Y = lnX ∼ N(µ, σ2)，则 X = eY。因此

EX = E(eY) =
1

σ
√
2π

∫ ∞

−∞
exp
(
y− (y− µ)2

2σ2

)
dy.

对指数中的表达式配方：

y− (y− µ)2

2σ2
= µ+

σ2

2
− [y− (µ+ σ2)]2

2σ2
.

故
EX = eµ+σ2/2

∫ ∞

−∞

1

σ
√
2π

e−
[y−(µ+σ2)]2

2σ2 dy︸ ︷︷ ︸
=1

= eµ+σ2/2.

20 / 64



对数正态分布：中位数与众数的计算
中位数：由 P(X ≤ m) = P(Y ≤ lnm) = 1

2，得 lnm = µ，故
m = eµ。

众数：X的密度为

fX(x) =
1

xσ
√
2π

exp
[
−(ln x− µ)2

2σ2

]
, x > 0.

对数密度求导，得到
d
dx

ln fX(x) = −1

x
− ln x− µ

σ2x
=

µ− σ2 − ln x
σ2x

.

导数在 x = eµ−σ2 两侧由正变负，故众数为 md = eµ−σ2。
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Pop Quiz 1

设 P(X = 0) = P(X = 1) = 1
2，且

Y | (X = 0) ∼ U(0, 2), Y | (X = 1) ∼ U(0, 4).

问题 1 求 E(Y)。

问题 2 Y的中位数是否等于 E(Y)？求其中位数。
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Pop Quiz 1：答案

问题 1 由全期望公式，

E(Y) =
1

2
· 1 + 1

2
· 2 =

3

2
.

问题 2 当 0 ≤ y ≤ 2时，

FY(y) =
1

2
· y
2
+

1

2
· y
4
=

3y
8
.

令 FY(m) = 1
2，得 m = 4

3 ̸= E(Y)。
混合分布的期望可加权平均，中位数一般不能。
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4.2方差与矩
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方差的引入与定义
例 5
甲、乙各射击 10次。甲击中 8、9、10环分别为 3、1、6次；乙
分别为 2、5、3次。谁的发挥更稳定？
甲、乙的平均环数分别为 9.3和 9.1。计算平均平方偏差：

甲：3(8− 9.3)2 + 1(9− 9.3)2 + 6(10− 9.3)2

10
= 0.81,

乙：2(8− 9.1)2 + 5(9− 9.1)2 + 3(10− 9.1)2

10
= 0.49.

乙的平均平方偏差更小，这 10次射击的发挥更稳定。

25 / 64



方差与标准差

定义 4.7 方差与标准差
设 X为随机变量，若 X平方可积，则称

Var(X) = E(X− EX)2 = σ2

为 X的方差，其平方根 σ称为标准差。

◦ 方差和标准差是描述随机变量在均值附近散布程度的数字
特征。
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方差的性质

定理 4.2
设 c为常数，则
1. 0 ≤ Var(X) = EX2 − (EX)2，故 (EX)2 ≤ E(X2)（Jensen不等
式）。

2. Var(X) = 0当且仅当存在常数 c，使得 P(X = c) = 1。
3. Var(cX) = c2Var(X)，Var(X+ c) = Var(X)。
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方差的性质（续）
定理 4.2 （续）
4. 若 X, Y独立，a, b为常数，则

Var(aX+ bY) = a2Var(X) + b2Var(Y).

若 X1, . . . ,Xn相互独立，则对常数 a1, . . . , an，

Var
(∑n

i=1
aiXi

)
=
∑n

i=1
a2i Var(Xi).

5. 对任何常数 c，Var(X) ≤ E(X− c)2，等号成立当且仅当
c = EX。
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常见分布的方差

常见分布的方差
◦ 二项分布 X ∼ B(n, p)：Var(X) = np(1− p)
◦ Poisson分布 X ∼ P(λ)：Var(X) = λ

◦ 均匀分布 X ∼ U[a, b]：Var(X) = (b−a)2
12

◦ 指数分布 X ∼ Exp(λ)：Var(X) = 1/λ2

◦ 正态分布 X ∼ N(µ, σ2)：Var(X) = σ2
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马尔可夫不等式

定理 4.3 马尔可夫不等式
若随机变量 Y ≥ 0，则对任意 ε > 0，

P(Y ≥ ε) ≤ EY
ε
.

引理 4.1 切比雪夫不等式
若 Var(X) < ∞，则对任意 ε > 0，

P(|X− EX| ≥ ε) ≤ Var(X)
ε2

.
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不等式的应用：调查人数

例 6 教材例 4.23
为了解某地区青少年沉迷于网络游戏的比例 p，进行随机抽样调
查。需要调查多少人，才能使调查比例与真实比例之差的绝对值
小于 0.5%的概率不小于 95%？
设调查 n人，其中 N人沉迷于网络游戏。将各次调查视为独立
试验，则 N ∼ B(n, p)。要求

P
(∣∣∣∣Nn − p

∣∣∣∣ < 0.005

)
≥ 0.95.
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调查人数：解答

由 EN = np、Var(N) = np(1− p)，利用切比雪夫不等式，

P
(∣∣∣∣Nn − p

∣∣∣∣ < 0.005

)
≥ 1− np(1− p)

(0.005n)2

≥ 1− 1

4n(0.005)2
,

其中利用了 p(1− p) ≤ 1
4。因此，只需

n ≥ 1

4× 0.05× (0.005)2
= 200 000.
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矩

定义 4.8 矩
设 X为随机变量，c为常数，r为正整数。E[(X − c)r]称为 X关
于 c点的 r阶矩。

◦ c = 0：αr = EXr称为 r阶原点矩。
◦ c = EX：µr = E[(X− EX)r]称为 r阶中心矩。

◦ 期望 EX = α1，是一阶原点矩。
◦ 方差 Var(X) = E[(X− EX)2] = µ2，是二阶中心矩。
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偏度系数

定义 4.9 偏度系数
设 µ = EX、0 < σ2 = Var(X) < ∞，且三阶绝对矩有限。称

β1 = E

[(
X− µ

σ

)3
]
=

µ3

σ3
.

为 X的偏度系数。

◦ 偏度刻画分布的不对称程度。
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偏度：图形比较

x

f(x)

正偏（右偏）
β1 > 0

x

f(x)

对称
β1 = 0

x

f(x)

负偏（左偏）
β1 < 0
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峰度系数

定义 4.10 峰度系数
设 µ = EX、0 < σ2 = Var(X) < ∞，且四阶矩有限。称

γ2 = E

[(
X− µ

σ

)4
]
=

µ4

σ4
=

E[(X− µ)4]

(E[(X− µ)2])2
.

为 X的峰度系数。

◦ 峰度系数用于刻画尾部的轻重，通常与正态分布的峰度 3
作比较。
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峰度：图形比较

−4 −2 0 2 4
0

0.2

0.4

0.6

x

f(x
)

正态：峰度 3

t5：峰度 9 > 3

均匀：峰度 1.8 < 3

拉普拉斯：峰度 6 > 3
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矩母函数

定义 4.11 矩母函数
随机变量 X的矩母函数（MGF）定义为

MX(s) = E[esX].

若存在 a > 0使 MX(s)对所有 s ∈ [−a, a]有限，则称矩母函数存
在。

◦ 矩母函数存在时，可用来判断两个随机变量是否同分布。
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矩母函数的性质

定理 4.4
若存在 c > 0，使 X, Y的矩母函数在 [−c, c]上有限且相等，则它
们的分布相同。

引理 4.2 独立随机变量之和
若 X1, . . . ,Xn相互独立，则在各矩母函数均有限的 s处，

MX1+···+Xn(s) = MX1
(s) · · ·MXn(s).
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矩母函数与原点矩

引理 4.3 由矩母函数求原点矩
若 MX(s)在零点的某个邻域内有限，则对任意正整数 k，

E(Xk) = M(k)
X (0) =

dk

dsk
MX(s)

∣∣∣∣
s=0

.

◦ 对矩母函数求 k阶导数，再令 s = 0，即得 k阶原点矩。
◦ 特别地，

EX = M′
X(0), E(X2) = M′′

X(0).
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协方差

定义 4.12 协方差
若 X, Y平方可积，称

Cov(X, Y) = E[(X− EX)(Y− EY)]

为 X与 Y的协方差。

◦ 方差是协方差的特例：

Var(X) = Cov(X,X).
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协方差的性质
设 X, Y均平方可积，a, b, c, d为实数。

1. Cov(X, Y) = Cov(Y,X)。

2. Cov(X, Y) = E(XY)− (EX)(EY)。

3. 平移与双线性性质：
Cov(aX+ b, cY+ d) = acCov(X, Y),

Cov(aX+ bY, cX+ dY) = acVar(X)
+ (ad+ bc)Cov(X, Y) + bdVar(Y).

4. 若 X, Y独立，则 Cov(X, Y) = 0。一般地，
[Cov(X, Y)]2 ≤ Var(X)Var(Y) （柯西–施瓦茨不等式）.

等号成立当且仅当存在不全为零的 u, v，使 uX+ vY以概率 1为常数。
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相关系数

定义 4.13 相关系数
若 Var(X),Var(Y) > 0，称

ρX,Y =
Cov(X, Y)√

Var(X)
√

Var(Y)
为 X与 Y的相关系数。ρX,Y = 0时称不相关。

◦ 相关系数通过除以两个随机变量的标准差，消除计量单位
的影响。
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不相关与独立

定理 4.5
若 X, Y的方差有限且相互独立，则它们不相关；反之不成立。

◦ 若 (X, Y)服从联合正态分布，则 X, Y独立当且仅当它们不
相关。
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回顾：方差的可加性
设各 Xi的方差有限，ai为常数。利用 Var(S) = Cov(S, S)和协方
差的双线性性质，

Var
(∑

i
aiXi

)
= Cov

(∑
i
aiXi,

∑
j
ajXj

)
=
∑

i

∑
j
aiaj Cov(Xi,Xj)

=
∑

i
a2i Var(Xi) + 2

∑
i<j

aiaj Cov(Xi,Xj).

◦ 若各 Xi两两不相关，则交叉项为零，
Var(

∑
i aiXi) =

∑
i a2i Var(Xi)。

◦ 方差可加性只需两两不相关，不必要求相互独立。
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不相关与独立：单位圆例题

例 7
设 (X, Y)服从单位圆内的均匀分布，则 X, Y不相关但不独立。

解：联合密度 f(x, y) = 1
π（x2 + y2 ≤ 1）。边缘密度

fX(x) = 2
π

√
1− x2，fY(y) = 2

π

√
1− y2。计算得 EX = EY = 0，

E(XY) = 0，故 Cov(X, Y) = 0，不相关。但 f(x, y) ̸= fX(x)fY(y)，
故不独立。
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Pop Quiz 2

设 X, Y相互独立，且各以概率 1
2 取 −1和 1。记

U = X+ Y, V = X− Y.

问题 1 下列说法中，正确的是：
(A) U,V相互独立。
(B) U,V不相关，但不独立。
(C) U,V的协方差不为零。
问题 2 求 Var(2U− V)。
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Pop Quiz 2：答案

问题 1 (B)不相关，但不独立。
Cov(U,V) = Var(X)− Var(Y) = 0.

但 P(U = 0) = P(V = 0) = 1
2，而 P(U = 0,V = 0) = 0。

问题 2 因为 2U− V = X+ 3Y，由独立性，
Var(2U− V) = 1 + 9 = 10.
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熵：从热力学到信息论

◦ 起源：熵的概念起源于热力学，后来在统计力学中得到概
率解释。

◦ 信息熵：香农（Shannon）于 1948年建立信息熵理论，用来
度量离散随机变量的不确定性。

◦ 熵也是得知随机变量取值时获得的平均信息量：越难预测，
熵越大；越容易预测，熵越小。
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熵与不确定性：哪枚硬币更难预测？

总是正面

正面 反面
0

0.5

1

P(正面) = 1
H = 0

偏向正面

正面 反面
0

0.5

1

P(正面) = 0.9
H ≈ 0.469

公平硬币

正面 反面
0

0.5

1

P(正面) = 0.5
H = 1

从左到右：结果越来越难预测，熵越来越大。
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熵

定义 4.14 熵
设 X为离散随机变量，分布律 P(X = xk) = pk，则熵定义为（约
定 0 log 0 = 0）

H(X) = −
∞∑
k=1

pk log2(pk).

若 X为连续随机变量，其微分熵定义为（密度为 fX(x)）

h(X) = −E[ln fX(X)] = −
∫ ∞

−∞
fX(x) ln fX(x) dx.
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熵的性质

◦ 对于离散型随机变量，H(X) ≥ 0。
◦ 若 X取 n个值，则 H(X) ≤ log2 n，等号成立当且仅当为离
散均匀分布。

注：对于连续型随机变量，熵 H(X)不一定非负。例如，
X ∼ U(0, 12)时，H(X) = ln 1

2 < 0。
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常见分布的熵
离散型：使用 log2。

◦ 两点分布 X ∼ B(1, p)：

H(X) = −p log2 p− (1− p) log2(1− p).

连续型：微分熵使用自然对数 ln。

◦ 正态分布 X ∼ N(µ, σ2)：H(X) =
1

2
ln(2πeσ2)。

◦ 指数分布（率参数 λ > 0）：H(X) = 1− lnλ。
◦ 均匀分布 X ∼ U(a, b)：H(X) = ln(b− a)。
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4.3大数定律和中心极限定理
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掷硬币实验
独立地重复掷一枚公平硬币，记录前 n次中正面朝上的频率。

1 10 100 1000 10000
0

0.25

0.5

0.75

1

掷硬币次数 n（对数刻度）

正
面
频
率

一次模拟
正面概率 1/2

◦ 令正面为 Xi = 1、反面为 Xi = 0，则频率就是样本均值 Xn。
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依概率收敛

定义 4.15 依概率收敛
如果对任何 ε > 0，都有

lim
n→∞

P(|ξn − ξ| ≥ ε) = 0,

则称 {ξn}依概率收敛到 ξ，记为 ξn
p→ ξ。
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弱大数定律

定理 4.6 弱大数定律
设 {Xn}为独立同分布随机变量序列，具有公共期望 µ和有限方
差 σ2，则

X =
1

n

n∑
k=1

Xk
p→ µ.
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弱大数定律
证明：利用切比雪夫不等式。
由期望的线性性质及 X1, . . . ,Xn的独立性，

EX =
1

n

n∑
k=1

EXk = µ, Var(X) =
1

n2
n∑

k=1

Var(Xk) =
σ2

n
.

对任意 ε > 0，由切比雪夫不等式，

P(|X− µ| ≥ ε) ≤ Var(X)
ε2

=
σ2

nε2
−→ 0 (n → ∞).

因此，X p→ µ。
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依分布收敛

定义 4.16 依分布收敛
设 X1,X2, . . .为一列实值随机变量，称其依分布收敛到 X，如果
对 F的所有连续点 x ∈ R有

lim
n→∞

Fn(x) = F(x).

记为 Xn
L→ X或 Xn

d→ X。
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两种收敛的关系

定理 4.7

1. 若 Xn
p→ X，则 Xn

L→ X。（反之不一定成立）
2. 若 Xn

L→ c（常数），则 Xn
p→ c。
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中心极限定理

定理 4.8 独立同分布中心极限定理
设 {Xn} 为独立同分布随机变量序列，具有公共期望 µ 和方差
0 < σ2 < ∞。记样本均值 Xn =

1
n
∑n

i=1 Xi，则
√
n (Xn − µ)

d→ N(0, σ2).

即对任意 x ∈ R，

lim
n→∞

P
(√

n (Xn − µ)

σ
≤ x
)

= Φ(x).
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棣莫弗-拉普拉斯定理
定理 4.9 de Moivre–Laplace定理
设 X1, . . . ,Xn相互独立且 P(Xi = 1) = 1−P(Xi = 0) = p（0 < p <
1）。记样本均值 Xn =

1
n
∑n

i=1 Xi，则
√
n (Xn − p)√
p(1− p)

d→ N(0, 1).

◦ 令 Sn =
∑n

i=1 Xi = nXn，整理可得等价形式：

Sn − np√
np(1− p)

d→ N(0, 1).
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中心极限定理应用示例

例 8
某选拔考试有 100道选择题，每题 4个答案，只有 1个正确。考
生随机答题。求：
1. 至少答对 25题的概率；
2. 答对 20–40题的概率；
3. 至少答对 36题的概率。
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中心极限定理：应用解答
令 Sn =

∑n
i=1 Xi，其中 Xi为第 i题得分。由中心极限定理，

Sn − np√
np(1− p)

d→ N(0, 1).

本题 n = 100、p = 0.25，故 np = 25，
√
np(1− p) =

√
18.75 ≈ 4.33。由正态

近似，得

1. P(S100 ≥ 25) ≈ 1− Φ
(
25−25
4.33

)
≈ 0.5。

2. P(20 ≤ S100 ≤ 40) ≈ Φ
(
40−25
4.33

)
− Φ

(
20−25
4.33

)
≈ 0.876。

3. P(S100 ≥ 36) ≈ 1− Φ
(
36−25
4.33

)
≈ 0.0055。
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