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2.3 连续型随机变量
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连续型随机变量的引入

◦ 非离散型随机变量 X 的取值不能一一枚举，不能像离散型
随机变量那样用列表表示；

◦ 非离散型随机变量取某个指定值的概率常常为 0；
◦ 因此我们一般研究 X 落在某个区间中的概率

P(a < X ≤ b),

感兴趣的事件往往用一个区间来表达。
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连续型随机变量的引入
◦ 由事件运算及概率性质，

P(a < X ≤ b) = P(X ≤ b)− P(X ≤ a).

故只要研究随机变量 X 落在 (−∞, x] 中的概率。
定义 2.9 分布函数
设 X 为随机变量，x 为任一实数，称

F(x) = P(X ≤ x)

为 X 的（累积）分布函数（cumulative distribution function，简
称 c.d.f.）。

5 / 34



离散型随机变量的分布函数
◦ 设 X 为一离散型随机变量，它以概率 {p1, . . . , pn, . . .} 取值
{a1, . . . , an, . . .}（假设从小到大排好顺序）。则

F(x) =
∑

{i:ai≤x}

pi.

◦ 反之，

P(X = ai) = P(X ≤ ai)− P(X ≤ ai−1) = F(ai)− F(ai−1).

◦ 因此，离散型随机变量的分布律和分布函数互相确定。
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离散型随机变量的分布函数：例

例 1
设离散型随机变量 X 的分布律如下：

X 0 1 2
P 1/3 1/6 1/2

求 X 的分布函数。
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离散型随机变量的分布函数图
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◦ 由上可以看出分布函数在 0, 1, 2 上有跳，跳的高度为随机
变量取该点的概率值。
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分布函数的性质
分布函数的性质

(1) F 是非减的函数：对任何 x1 < x2，都有

F(x2)− F(x1) = P(x1 < X ≤ x2) ≥ 0.

(2) 0 ≤ F(x) ≤ 1, x ∈ R，且

lim
x→−∞

F(x) = 0, lim
x→+∞

F(x) = 1.

(3) F(x) 右连续。
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概率密度函数的定义
◦ 由 P(x1 < X ≤ x2) = F(x2)− F(x1) 很容易联想到原函数与被积

函数的微积分基本原理。
定义 2.10 连续型随机变量与概率密度函数
称 X 为连续型随机变量，如果存在一个函数 f(x) ≥ 0，它对于任意
的 x ∈ R，有

F(x) =
∫ x

−∞
f(t) dt.

并称 f(x) 为概率密度函数（probability density function, or p.d.f.）。
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概率密度函数的性质

性质
设随机变量 X 的概率密度函数为 f(x)，分布函数为 F(x)，则有

(1) f(x) ≥ 0, ∀x ∈ R；

(2)
∫ +∞

−∞
f(x) dx = 1；

(3) 对任意 x1 < x2，有
P(x1 < X ≤ x2) = F(x2)− F(x1) =

∫ x2
x1 f(x) dx。

(4) 对任意可测集 A ⊆ R，有 P(X ∈ A) =
∫

A f(x) dx。
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概率密度函数的性质（续）
性质（续）

(5) 对任意 x ∈ R，有 P(X = x) = 0。
(6) 因此，对任意 x1 < x2，区间端点是否包含不影响概率：

P(x1 < X ≤ x2) = P(x1 ≤ X < x2)
= P(x1 < X < x2) = P(x1 ≤ X ≤ x2).

(7) 若 f(x) 在 x0 处连续，则 F′(x0) = f(x0)。
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密度函数不等于概率
关键区别

◦ f(x) 描述点 x 附近的概率密度，不是点 x 处的概率：
f(x) ̸= P(X = x)。

◦ 当 ∆x 很小时，P(x < X ≤ x +∆x) ≈ f(x)∆x。因此 f(x) 可
理解为点 x 附近“单位长度上的概率”。

◦ 概率对应密度曲线下的面积：P(a < X ≤ b) =
∫ b

a f(t) dt。

a b
xf(x)
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分布函数：统一描述随机变量

◦ 对任意随机变量 X，分布函数 F(x) = P(X ≤ x) 总是存在；
◦ 离散型随机变量：通常用分布律 P(X = xi) = pi 研究，F(x)

是阶梯函数；
◦ 连续型随机变量：通常用密度函数 f(x) 研究，

F(x) =
∫ x
−∞ f(t) dt；

◦ 一般类型的随机变量：可能同时具有跳跃和连续部分，甚
至既非离散型也非连续型，此时仍可用 F(x) 研究。
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例：混合型随机变量
例 2.17
设随机变量 X 的分布函数为

F(x) =



0, x < 0,

x/2, 0 ≤ x < 1,

2/3, 1 ≤ x < 2,

11/12, 2 ≤ x < 3,

1, x ≥ 3.

1 2 3

1
2

2
3

11
12

1

x

F(x)

◦ 因此 X 同时具有连续部分和离散部分，既不是离散型，也不
是连续型。
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关于连续性分布函数的结论

◦ 连续型：F 绝对连续，且

F(x) =
∫ x

−∞
f(t) dt.

但密度函数 f 不一定连续。
◦ 混合型：F 可在有限个点跳跃，其余部分由密度函数描述；

这类随机变量既非离散型也非连续型。
◦ 一般类型：F 连续仍不能保证 X 为连续型；还须要求 F 绝

对连续。
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Pop quiz

设随机变量 X 的概率密度函数为

f(x) =


2
3x, 0 ≤ x < 1,

2(x − 2)2, 1 ≤ x ≤ 2,

0, 其它.

问题 1 F(1) 等于：
(A) 1

3
(B) 2

3
(C) 1

问题 2 在 x = 1 处，下列说法正确的是：
(A) 二者均连续 (B) 仅 F 连续 (C) 仅 f 连续
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连续型随机变量：F 连续，f 可不连续

1 2

2
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2

x

f(x)

1 2

1
3

1

x

F(x)

结论
连续型随机变量的分布函数 F 一定连续；密度函数 f 则不一定
连续。
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均匀分布

定义 2.14 均匀分布
设 −∞ < a < b < +∞，如果随机变量 X 具有密度函数

f(x) =
{

1
b−a , a ≤ x ≤ b,
0, 其它,

则称该随机变量为区间 [a, b] 上的均匀分布，记作 U[a, b]。
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均匀分布的分布函数

◦ 均匀分布 U[a, b] 的分布函数为

F(x) =


0, x ≤ a,
x−a
b−a , a < x ≤ b,
1, x > b.
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正态分布的定义
定义 2.11 正态分布
如果一个随机变量 X 具有概率密度函数

f(x) = 1√
2πσ

exp
{
−(x − µ)2

2σ2

}
, x ∈ R,

其中 µ ∈ R，则称 X 为一正态随机变量，记为 X ∼ N(µ, σ2)。

◦ 具有参数 µ = 0, σ = 1 的正态分布称为标准正态分布。
◦ 用 Φ(x) 和 φ(x) 表示标准正态分布 N(0, 1) 的分布函数
（cdf）和密度函数（pdf）。
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正态分布密度图与性质
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◦ 密度函数以 x = µ 为对称
轴，µ 称为位置参数；

◦ 密度函数在 x = µ 处达到
最大值，并在两侧严格单
调；

◦ σ 决定密度函数的陡峭程
度；

◦ 若 F(x) 为 N(µ, σ2) 的分布
函数，则

F(x) = Φ

(
x − µ

σ

)
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正态分布的标准化
例 2
设 X ∼ N(µ, σ2)，则 X−µ

σ ∼ N(0, 1)。
证：由

P
(

X − µ

σ
≤ x

)
= P(X ≤ σx + µ)

=

∫ σx+µ

−∞

1√
2πσ

e−(t−µ)2/(2σ2) dt

t=σz+µ
=

∫ x

−∞

1√
2π

e−z2/2 dz.
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正态分布标准化的应用

例 3
求数 k 使得对于正态分布的变量有

P(µ− kσ < X < µ+ kσ) = 0.95.

解：由 Φ(k)− Φ(−k) = 0.95 及 Φ(−k) = 1− Φ(k)，得
2Φ(k)− 1 = 0.95，所以 Φ(k) = 0.975。查表得 k = 1.96。
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指数分布的定义与分布函数
定义 2.12 指数分布
若随机变量 X 具有概率密度函数

f(x) =
{
λe−λx, x > 0,

0, x ≤ 0,

其中 λ > 0 为常数，则称 X 服从参数为 λ 的指数分布。
指数分布的分布函数为

F(x) =
{
1− e−λx, x > 0,

0, x ≤ 0.
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指数分布的密度图
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◦ 从上图可以看出，参数 λ 愈大，密度函数下降得愈快。
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指数分布的无记忆性
无记忆性
若 X ∼ Exp(λ)，则对任意 s, t > 0，

P(X > s + t | X > s) = P(X > t).

它是唯一具有无记忆性的连续型分布。
与几何分布的联系
若 ξ ∼ G(p)，则对任意正整数 m, n，

P(ξ > m + n | ξ > m) = P(ξ > n).

几何分布计试验次数，指数分布计等待时间。
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2.4 随机变量函数的分布

28 / 34



离散型随机变量函数的分布
◦ 考虑由一维随机变量 X 的概率分布去求其一给定函数

Y = g(X) 的分布。
◦ 设 X 的分布律为

P(X = xi) = pi, i = 1, 2, · · ·

对函数 g : R → R，令 Y = g(X)，则 Y 的分布律为

P(Y = yj) = P(g(X) = yj) =
∑

xi:g(xi)=yj

P(X = xi) =
∑

i:g(xi)=yj

pi.
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离散型随机变量函数的分布：例

例 4
设 X 的概率函数为

X −1 0 1 2
P 1/4 1/2 1/8 1/8

试求 Y = X2, Z = X3 + 1 的分布律。
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连续型随机变量的情形：密度变换公式

定理 2.1 密度变换公式
设随机变量 X 有概率密度函数 f(x), x ∈ (a, b)（a, b 可以为 ∞），
而 y = g(x) 在 x ∈ (a, b) 上是严格单调的连续函数，存在唯一
的反函数 x = h(y), y ∈ (α, β)，并且 h′(y) 存在且连续，那么
Y = g(X) 也是连续型随机变量且有概率密度函数

p(y) = f(h(y))|h′(y)|, y ∈ (α, β).
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连续型随机变量函数的分布：例
例 5
设随机变量 X ∼ U

(
−π

2 ,
π
2

)
，求 Y = tan X 的概率密度函数。

解：由于 g(x) = tan x 单调可微，反函数 x = arctan y 连续可微，因
此由密度变换公式知

f(y) = 1

π
arctan′(y) = 1

π(1 + y2) , −∞ < y < ∞.

◦ 此分布称为 Cauchy 分布。
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逐段单调时的密度变换

定理 2.2 逐段单调时的密度变换
设随机变量 X 的密度函数为 f(x)，a < x < b。若 (a, b) =

⋃
j Ij，

其中 Ij 是有限个或可列个互不重叠的子区间，且 g 在每个 Ij
上严格单调，并有连续可微的反函数 x = hj(y), y ∈ g(Ij)，则
Y = g(X) 的密度函数为

f1(y) =
∑

j: y∈g(Ij)

f
(
hj(y)

) ∣∣h′j(y)∣∣ .
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逐段单调时的密度变换：例
例 6
设 X ∼ N(0, 1)，求 Y = X2 的概率密度。
解：由于函数 y = x2 在 (−∞, 0) 和 [0,∞) 上严格单调，因此

f(y) = ϕ(−√y)| − √y′|I{y>0} + ϕ(
√y)|√y′|I{y>0}

=
1√
2π

y− 1
2e−

y
2 I{y>0}.
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